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1 Introducció
Una de les millors qualitats de la Matemàtica és la seva capacitat de
prendre una idea apareguda en un camp determinat, abstreure-la i aplicar-la
a un altre camp completament diferent. Aquesta capacitat és molt més in-
teressant i profitosa quan el camp on apareix la idea i aquell on s’aplica són
completament diferents, i quan el tipus de intuïció que hom obté de l’un i de
l’altre són complementaris. La teoria d’Arakelov és un exemple d’aquest fe-
nomen, ja que pren idees de la geometria projectiva, els orígens de la qual es
remunten als estudis de perspectiva dels pintors renaixentistes, i les aplica, en
el marc de la teoria de nombres, a l’estudi de les solucions enteres de sistemes
d’equacions polinòmiques.
De fet, la teoria d’Arakelov pot ser entesa com un diccionari que permet
traduir enunciats de geometria algebraica projectiva en enunciats que relacio-
nen la teoria de nombres i l’anàlisi complexa. Aquesta traducció no és trivial:
la identificació de conceptes anàlegs en l’un i l’altre camp no és evident. A
més, els enunciats obtinguts mitjançant analogia no són certs a priori, sinó
que necessiten una demostració que, en molts casos, es més complexa que la
demostració del resultat original. L’enunciat proposat fins i tot pot revelar-se
fals. En resulta que la teoria d’Arakelov és, fonamentalment, una font d’analo-
gies que permeten guiar la investigació, i no un mètode automàtic per obtenir
nous teoremes.
Tot i que la idea subjacent en la teoria d’Arakelov és senzilla i d’una gran
bellesa conceptual, no és menys cert que pertany a un àmbit d’una gran com-
plexitat tècnica. L’objectiu d’aquesta nota és donar una imatge general
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d’aquesta teoria, accessible a un públic com més ampli millor. És per aquest
motiu pel qual s’intentaran obviar els detalls tècnics i s’insistirà en les idees
generals.
En una introducció d’aquest tipus, és inevitable donar una versió parcial i
esbiaixada de la teoria d’Arakelov. Molts aspectes, sigui per la seva complexi-
tat, o simplement per falta d’espai, no hi tenen cabuda. Per exemple, poca cosa
direm sobre la teoria d’altures, que és un dels aspectes fonamentals d’aquesta
teoria.
El lector podrà comprovar que el punt de vista des del qual s’han redactat
aquestes notes és el de la geometria. S’ha posat més èmfasi en l’estètica de
les idees i en el fet que la geometria permet donar un llenguatge comú a dues
àrees en principi dispars, que no a les aplicacions concretes.
2 Teoria d’intersecció
La idea bàsica que es vol traslladar des de la geometria algebraica a la teoria de
nombres és el concepte de compleció projectiva d’una varietat. Vegem primer,
en un exemple senzill, en què consisteix la compleció projectiva i quina és la
seva utilitat.
En línies generals, podem dir que la geometria algebraica estudia les so-
lucions de sistemes d’equacions polinòmiques. El conjunt de solucions d’un
sistema d’aquest tipus es denomina varietat algebraica. La teoria d’intersecció
estudia la posició relativa d’aquestes varietats. Un problema clàssic de la teo-
ria d’intersecció és el de comptar els punts de tall de dues corbes planes. Ens
plantegem, concretament, el problema següent:
1 Problema Trobar un teorema, com més precís millor, sobre el nombre de
punts de tall de dues corbes planes reals.
El primer exemple que estudiarem serà el de la posició relativa de dues
rectes diferents. De seguida veiem que hi ha dues possibilitats:
a) Dues rectes transversals. En aquest cas, les dues rectes es tallen en un
punt.
b) Dues rectes paral.leles. En aquest cas, les rectes no es tallen.
Així doncs, el millor resultat general que, en aquest moment, podem enunciar
és el següent:
el nombre de punts de tall de dues rectes
diferents és menor o igual que u.
El següent exemple que podem estudiar és el de dues corbes algebraiques
diferents del pla R2. Cada una és el conjunt de solucions d’una equació polinò-
mica en dues variables. Suposarem que aquestes corbes no tenen components
comuns, ja que en cas contrari tindrien infinits punts en comú.
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Siguin d1 i d2 els graus d’aquestes equacions. Com en l’exemple de les
rectes, si comptem els punts de tall entre les dues corbes, podem escriure el
resultat general següent:
nombre de punts de tall de dues
corbes afins reals de graus d1 i d2
≤ d1d2 . (1)
Es pot provar que aquest és el millor resultat a què es pot arribar. En efecte,
hi ha exemples de corbes de graus d1 i d2 sense cap punt de tall.
Un cas particular del problema de comptar punts d’intersecció de dues cor-
bes és el de comptar les arrels d’un polinomi. En aquest cas, una de
les corbes és la recta y = 0, que té grau u, i l’altra corba es la gràfica de la
funció polinòmica. Obtenim, en principi, el mateix tipus de resultat:
el nombre d’arrels d’un polinomi és menor
o igual que el grau del polinomi.
El nombre d’arrels del polinomi pot disminuir per dos fenòmens diferents.
D’una banda, les arrels poden ser nombres complexos i no nombres reals. De
l’altra, el polinomi pot tenir arrels repetides. En aquest cas, a cada arrel se li
pot assignar un pes, anomenat multiplicitat, que és el nombre de vegades que
es repeteix l’arrel.
P Q
Figura 1: P punt simple, Q punt de multiplicitat major que 1.
Si tenim en compte aquests dos fenòmens, obtenim un resultat molt més
precís:
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el nombre d’arrels complexes d’un polinomi,
comptada cadascuna amb la seva multipli-
citat, és exactament igual al grau del poli-
nomi.
A la vista d’aquest exemple, podem pensar que el nombre de punts de
tall entre dues corbes de graus d1 i d2 és igual al producte d1d2, però que
determinats fenòmens ens oculten alguns punts de tall. Com abans, existeixen
punts de tall amb coordenades complexes, i, també, a cada punt de tall entre
dues corbes se li pot assignar una multiplicitat, que generalitza el concepte de
multiplicitat d’una arrel, i que reflecteix l’ordre de contacte entre les corbes
(vegeu la figura 1). Això ens porta a modificar el problema original, plantejant-
lo de la manera següent:
2 Problema Trobar un teorema, com més precís millor, sobre el nombre de
punts de tall de dues corbes planes complexes, comptats cadascun amb la seva
multiplicitat.
Plantejat d’aquesta forma, trobem molts més punts d’intersecció entre
les corbes. Es més, si escollim dues corbes qualssevol a l’atzar, de graus
d1 i d2, trobem que el nombre de punts d’intersecció és efectivament d1d2.
Tot i això, com en el cas real, existeixen exemples de corbes de qualsevol grau
sense cap punt d’intersecció. De manera que, de nou, el millor resultat que
podem enunciar és:
nombre de punts de tall, comptats amb multiplicitat,
de dues corbes afins complexes de graus d1 i d2
≤ d1d2 . (2)
Figura 2: San Jeroni a la seva cel.la (Dürer).
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Per comprendre què succeeix en els casos on el nombre de punts de tall
és menor que no esperàvem, tornarem a considerar el problema de les rec-
tes paral.leles. Visualment, dues rectes paral.leles semblen unir-se en un punt
(vegeu la figura 2). Aquest punt, que en pintura es denomina punt de fuga, l’a-
nomenarem punt de l’infinit. Això suggereix que, en lloc de considerar el pla
complex, hem d’estudiar un conjunt més gran, el pla projectiu. Aquest con-
junt, format per tots els punts del pla complex i per tots els possibles punts
de l’infinit, el denotarem per P2.
Encara que el pla projectiu sembli més complicat que el pla afí, és molt útil
perquè posseeix molt bones propietats. Per exemple, de la mateixa definició
es dedueix que en el pla projectiu no hi ha dos tipus de parells de rectes,
transversals o paral.leles. En efecte, dues rectes diferents es tallen sempre en
un únic punt. És més, el problema de comptar els punts de tall de dues corbes
en el pla projectiu té una resposta molt satisfactòria:
1 Teorema (Bézout) Siguin C1 i C2 dues corbes diferents del pla projectiu com-
plex, sense components comuns i de graus d1 i d2. El nombre de punts d’inter-
secció, comptats amb la seva multiplicitat, és sempre d1d2.
Aquest és un exemple clar de la potència de la compleció projectiva. El pla
projectiu té propietats noves, més precises que no pas les del pla afí. Però
allò realment interessant és que l’existència i les propietats del pla projectiu
ens permeten entendre millor les propietats del pla afí. Per il.lustrar aquesta
idea considerarem el teorema de Bézout des d’un punt de vista diferent. Si
dues corbes tenen un punt de l’infinit en comú direm que tenen una direc-
ció asimptòtica comuna (hem utilitzat els punts de l’infinit per definir direcció
asimptòtica, però aquesta pot definir-se en termes purament afins). A les direc-
cions asimptòtiques comunes també se’ls assigna una multiplicitat. El teorema






= d1d2 . (3)
El teorema de Bézout implica, doncs, que dues quantitats, el nombre de punts
de tall i el nombre de direccions asimptòtiques comunes, estan relacionades.
La conclusió que extraiem d’aquesta discussió és la següent. El pla pro-
jectiu està format per dues parts, el pla afí i el conjunt de punts de l’infinit.
Les propietats globals del pla projectiu poden entendre’s com relacions entre
aquestes dues parts. Aquest és, precisament, el punt de vista que conforma la
Teoria d’Arakelov.
3 Funcions racionals
Veurem en aquesta secció un nou exemple, molt relacionat amb l’anterior,
relatiu a les diferències en el comportament de varietats afins i varietats pro-
jectives. Sigui X = A1C la recta afí complexa. Per completar aquesta recta n’hi
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ha prou amb afegir un punt. La línia projectiva complexa pot descriure’s com
Y = P1C = A
1
C ∪ {∞}.




n−1 + · · · + an
b0zm + b1zm−1 + · · · + bm
,
que suposarem sense arrels comunes. Els zeros de la funció són les arrels del
numerador i els pols de la funció són les arrels del denominador. L’ordre de
la funció f en un punt p es un número enter que es denota ordp(f ). Si p
és un zero de f llavors ordp(f ) és positiu i igual a la multiplicitat de p en
tant que arrel del numerador de f . Si p és un pol de f , ordp(f ) és negatiu
i el seu valor absolut és igual a la multiplicitat de p en tant que arrel del
denominador de f . Si p no és ni un zero ni un pol, llavors ordp(f ) = 0.
Clarament podem construir funcions amb un nombre arbitrari de zeros i de
pols. De fet, la quantitat ∑
p∈C
ordp(f )
és igual a la diferència entre el grau del numerador i el grau del denominador.
Anomenarem d a aquesta última quantitat:
d = n−m.
Estudiem ara el cas projectiu. La funció f la podem considerar com una funció
racional en Y = P1C. Per estudiar el comportament de f en el punt ∞ utilitzem
el canvi de variables u = 1/z, que envia el punt de l’infinit a l’origen de coor-
denades. Aplicant aquest canvi de variables, la funció f queda
f(u) = u−d
a0 + · · · + anu
n
b0 + · · · + bmum
,
que té un pol, un zero o un valor no nul a l’origen depenent de si d és positiu,
negatiu o zero. En conseqüència, podem posar
ord∞(f ) = −d .
Així doncs, si tenim en compte tots els punts de P1, obtenim la fórmula∑
p∈P1
ordp(f ) = 0 . (4)
De nou, una quantitat que en el cas afí podria prendre qualsevol valor té, en
el cas projectiu, un valor constant.
L’equació (4) pot generalitzar-se a una corba qualsevol. Sigui X una corba
complexa llisa afí. Podem completar X afegint un conjunt finit de punts a
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l’infinit. Sigui Y la corba projectiva obtinguda. El resultat no és tan immediat
com en el cas de P1C, però el teorema dels Residus de Cauchy ens permet
afirmar que, per una funció racional qualsevol f en Y , també es verifica∑
p∈Y
ordp(f ) = 0 . (5)
Aquesta equació pot escriure’s en forma multiplicativa. Per fer-ho escollim
un real positiu r , i per cada punt p definim la norma associada
‖f‖p = r
−ordp(f ) . (6)
La versió multiplicativa de l’equació (5) es denomina fórmula del producte:∏
p∈Y
‖f‖p = 1 . (7)
4 L’analogia entre cossos de nombres i cossos de funcions
Tot i que la Teoria d’Arakelov pròpiament dita comença amb les superfícies
aritmètiques, és a dir, en dimensió dos, pot considerar-se que el cas de di-
mensió u d’aquesta teoria és l’analogia entre un cos de nombres i el cos de
funcions d’una corba algebraica. Vegem en què consisteix aquesta analogia.
Els punts de la recta afí complexa A1C estan en bijecció amb els ideals pri-
mers de l’anell de polinomis C[z]. Al punt a li correspon l’ideal (x−a). El cos
de funcions racionals de A1C és C(z), és a dir, el cos de fraccions de C[z]. Tal
com hem comentat a la secció anterior, a cada punt p ∈ A1C li correspon una
valoració: ordp i una norma: ‖·‖p. Hem vist que al punt de l’infinit li correspon
també una valoració i una norma. El fet que P1C = A
1
C ∪ {∞} sigui una corba
completa (projectiva) es reflecteix en la fórmula del producte (7).
De la mateixa manera, els ideals primers de l’anell Z són els punts d’una
varietat algebraica anomenada Spec(Z). El cos de funcions d’aquesta varietat
és Q, que és el cos de fraccions de Z. A cada nombre primer p li correspon
una valoració de Q, que denotarem ordp , definida per
ordp(q) = d ,
si q es pot escriure com q = pda/b, amb a i b no divisibles per p. Cadascuna
d’aquestes valoracions ens permet definir una norma:
‖q‖p = p
−ordp q .
Aquesta norma es denomina norma p-àdica. Volem completar Spec(Z) de ma-
nera anàloga a com hem completat A1. Observem que, a més de les normes
p-àdiques, el cos Q admet una altra norma: el valor absolut habitual. Aquesta
norma la denotarem ‖ · ‖∞. És conseqüència directa de la definició de les dife-




‖q‖p = 1 . (8)
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Aquesta fórmula suggereix la possibilitat que la varietat afí Spec(Z) pugui
completar-se afegint un únic punt a l’infinit, que correspondria al valor absolut
habitual.
Una diferència important entre les varietats A1C i Spec(Z) és que, en la pri-
mera, tots els punts són indistingibles. Per aquesta raó, en passar de la va-
loració a la norma, s’escull com a base un mateix nombre real positiu r . En
canvi, els punts de Spec(Z) són tots diferents. Per exemple, el cos residual
del punt p és Z/pZ, que té exactament p elements. Per això, per cada valora-
ció s’ha utilitzat una base diferent, que coincideix amb el nombre d’elements
del cos residual. Aquesta diferència de comportament entre el cas geomètric
(A1) i el cas aritmètic Spec(Z) és encara més acusada al punt de l’infinit. En el
cas geomètric, el punt que s’afegia tenia les mateixes propietats que la resta
de punts. De fet, P1 és una varietat homogènia. En canvi, en el cas aritmètic,
el punt que s’afegeix és de naturalesa completament diferent.
La versió additiva de la fórmula del producte s’obté prenent el logaritme




− log(](Z/pZ))ordp(q) = 0 . (9)
Sigui E un cos de nombres i v el seu anell d’enters. És a dir, E és una
extensió algebraica finita de Q, i v el conjunt d’elements d’E que són solució
d’una equació polinòmica, amb tots els coeficients enters i amb el coeficient
del terme de major grau igual a u. Els ideals primers de v formen la varietat
algebraica Spec(v). L’analogia entre Spec(Z) i A1C s’estén a una analogia entre
les varietats Spec(v) i les corbes afins complexes.
Vegem com podem completar la varietat Spec(v). Com abans, cada punt de




Els punts de l’infinit vindran donats per normes anàlogues al valor absolut




on e = 1, o e = 2, depenent, respectivament, de si la imatge de σ està, o no,
continguda en R. Observem que, si σ(E) 6⊂ R, llavors la immersió conjugada,
σ , tot i seguir essent diferent de la immersió σ , dóna lloc a la mateixa norma.
Sigui Σ el conjunt de totes les normes que poden obtenir-se mitjançant aquest
sistema. Aquestes normes es denominen normes arquimedianes. La fórmula





‖q‖v = 1 . (12)
Podem dir, doncs, que la varietat afí Spec(v) es pot completar afegint un nom-
bre finit de punts, que corresponen a les diferents normes arquimedianes d’E.
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Utilitzant un petit truc tècnic, també podríem dir que Spec(v) es pot completar
afegint les diferents immersions complexes de E.
5 Divisors de Cartier i divisors de Weil
En aquesta secció farem una breu introducció a la teoria de divisors. Introdui-
rem, en concret, els divisors de Cartier i de Weil, i enunciarem les principals
propietats que els relacionen.
Començarem introduint els divisors de Cartier. Donada una varietat alge-
braica complexa X, un divisor de Cartier està determinat per un recobriment
obert, U = {Uα}α∈Λ, i una col.lecció de funcions racionals invertibles {gαβ},
on la funció gαβ està definida a l’obert Uαβ = Uα ∩Uβ. Aquestes funcions han
de satisfer la condició
gαβgβγ = gαγ .
A la definició d’un divisor de Cartier, la dada important són les funcions in-
vertibles gαβ. Més concretament, suposem que V = {Vα′}α′∈Λ′ és un recobri-
ment més fi que el recobriment U, i que τ : Λ′ −→ Λ és una funció tal que
Vα′ ⊂ Uτ(α′). Si fα′β′ = gτ(α′)τ(β′), direm que les dades (U, gαβ) i (V , fα′β′)
defineixen el mateix divisor de Cartier. D’aquesta manera, passant a un reco-
briment més fi, sempre podem pensar que dos divisors de Cartier diferents
estan definits sobre el mateix recobriment. Per això, en la notació freqüent-
ment ometrem el recobriment obert.
El producte de dos divisors de Cartier ve donat pel producte de les funcions
que els defineixen. En altres paraules, donats dos divisors de Cartier L = (fαβ)
i M= (gαβ), el seu producte és el divisor de Cartier L⊗M = (fαβgαβ).
El concepte de divisor de Cartier està molt relacionat amb el concepte de
fibrat de línia. Un fibrat de línia sobre X és una varietat L provista d’un mor-
fisme
pi : L −→ X
que compleix les propietats següents:
1. Existeix un recobriment obert U = {Uα}, i per cada obert d’aquest reco-
briment Uα un isomorfisme d’espais fibrats
φα : pi
−1(Uα) −→ Uα × C .
Aquests isomorfismes es denominen cartes locals.






−→ Uαβ × C
són lineals en cada fibra i vénen donats per les funcions de transició
(x,v) 7−→ (x,gαβv) .
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El conjunt de dades format pel recobriment obert U = {Uα} i les cartes locals
{φα} es denomina una trivialització local del fibrat de línia L. Podem pensar
que un fibrat de línia sobre X és una família d’espais vectorials de dimensió
u parametritzada pels punts de X. Localment, el fibrat és trivial, és a dir, té
estructura de producte. Tot i això, globalment no és un producte, i són les
funcions de transició les que mesuren aquesta falta de trivialitat global. Són
precisament les funcions de transició les que determinen un divisor de Car-
tier. Aquestes funcions de transició depenen de l’elecció d’una trivialització
local i, per tant, un fibrat de línia pot donar lloc a diferents divisors de Cartier.
Direm que dos divisors de Cartier són equivalents si es poden obtenir mitjan-
çant diferents trivialitzacions locals d’un mateix fibrat de línia. Tècnicament,
si (fαβ) i (gαβ) són dos divisors de Cartier definits en el mateix recobriment
U, direm que són equivalents si existeix una col.lecció de funcions {uα}, amb





Observem que les funcions uα corresponen a canviar la trivialització local del
fibrat de línia.
La relació d’equivalència entre divisors de Cartier és compatible amb el
producte de divisors de Cartier i, per tant, el conjunt de classes d’equivalència
té estructura de grup. Aquest grup es denomina el grup de Picard de X, i el
denotarem Pic(X). Observem que Pic(X) també és el grup de classes d’isomor-
fisme de fibrats de línia. A més, el producte de divisors de Cartier correspon
al producte tensorial de fibrats de línia (d’aquí la notació emprada).
Les seccions d’un fibrat de línia pi : L −→ X són funcions σ : X −→ L tals
que pi ◦ σ = Id. Aquestes seccions es poden entendre com funcions genera-
litzades, en les quals el conjunt d’arribada varia a cada punt. Exemples de
seccions de fibrats de línia són els elements de volum i les formes modulars.
En termes d’una trivialització local, una secció pot descriure’s mitjançant una
funció en cada obert, sempre que aquestes funcions compleixin unes certes
condicions de compatibilitat. Això dóna lloc a la definició següent:
Una secció d’un divisor de Cartier L = (gαβ,U= {Uα}) és una col.lecció de
funcions (σα), amb σα definida a l’obert Uα, tals que, en Uαβ = Uα ∩ Uβ, es
compleix
σα = gαβσβ .
En general, s’entén que una secció no té pols, és a dir, que totes les funcions σα
són regulars. Quan vulguem posar èmfasi en aquest fet parlarem de seccions
regulars. En canvi, parlarem de seccions racionals si admetem la possibilitat
que alguna funció σα tingui pols. Un fibrat de línia pot no tenir cap secció
regular, però sempre té seccions racionals. A partir de la definició, és fàcil
veure que, si σ i τ són dues seccions racionals d’un mateix fibrat de línia,
llavors el quocient σ/τ és una funció racional. L’espai de seccions regulars de
L es denota H0(X,L) i la seva dimensió, h0(X,L).
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Introduirem ara els divisors de Weil. El grup de divisors de Weil d’una varie-
tat algebraica X, que denotarem per Div(X), és el grup abelià lliure generat per
totes les subvarietats irreductibles de codimensió u. Si X és una corba com-
plexa llisa, cosa que suposarem a partir d’ara, les varietats irreductibles de
codimensió u són els punts. Per tant, un divisor de Weil d’una corba complexa





amb només un nombre finit de coeficients np no nuls. Així, podem definir el





Sigui f una funció racional. A la funció f li podem assignar un divisor de





El subgrup de Div(X) generat pels divisors de la forma div(f ) es denomina
el grup de divisors racionalment equivalents a zero, i es denota Rat(X). El
quocient és el grup de classes de divisors:
Cl(X) = Div(X)/Rat(X) .
Sigui ara X una corba projectiva. La fórmula dels residus (5) és equivalent a
deg(div(f )) = 0 .
Per tant, tenim un invariant ben definit
deg: Cl(X) −→ Z .
Vegem la relació que hi ha entre divisors de Weil i divisors de Cartier. Sigui
L = (fαβ) un divisor de Cartier i σ = (σα) una secció racional de L. Observem
que, atès que la funció fαβ no té zeros ni pols en l’obert Uαβ, per tot punt
p ∈ Uαβ tenim
ordp(σα) = ordp(σβ) .





Com que el quocient de dues seccions σ i σ ′ de L és una funció racional,
tenim
div(L, σ)− div(L, σ ′) ∈ Rat(X) .
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I, per tant, una aplicació
div: Pic(X) −→ Cl(X) .
Aquesta aplicació pot definir-se per qualsevol varietat algebraica i compleix
el següent
2 Teorema Sigui X una varietat algebraica llisa. L’aplicació div és un isomor-
fisme de grups.
En particular, si X és una corba projectiva, podem definir el grau d’un divisor
de Cartier a partir del grau del divisor de Weil corresponent. És a dir, si σ és





6 El teorema de Riemann-Roch i el teorema de Minkowski
L’analogia entre cossos de nombres i cossos de funcions no passaria de ser
una anècdota si es reduís a la fórmula del producte. Existeix, però, un nota-
ble paral.lelisme entre les dues teories. Per exemple, el teorema principal de
la teoria de corbes projectives és el teorema de Riemann-Roch, mentre que
un teorema fonamental en l’estudi de les unitats de l’anell d’enters d’un cos
de nombres és el teorema de Minkowski. En aquesta secció veurem que, esco-
llint adequadament el llenguatge, aquests dos teoremes són anàlegs. Aquesta
analogia pot arribar a fer-se molt precisa, però nosaltres discutirem només
el seu aspecte més superficial. Per veure una exposició completa d’aquesta
analogia el lector pot consultar [27].
El teorema de Riemann-Roch permet decidir si un fibrat de línia té seccions
regulars. La seva versió més simple és el teorema de Riemann-Roch asimptòtic.
3 Teorema (Teorema de Riemann-Roch asimptòtic) Sigui L un fibrat de lí-
nia sobre una corba complexa projectiva i llisa. Si el grau de L és suficientement
gran, llavors existeixen seccions racionals. En altres paraules,
deg(L) >> 0 =⇒ H0(X,L) 6= 0 .
Recordem ara el teorema de Minkowski. Una ret Λ és un subgrup discret
d’un espai vectorial real V que conté una base de V . Si l’espai vectorial V
és euclidià, podem definir el covolum de la ret com el volum d’un recinte
fonamental, o com el volum del quocient V/Λ. Si {v1, . . . , vn} és una base deΛ, llavors
CoVol(Λ) = Vol(V/Λ) = det(v1, . . . , vn) ,
on el determinant es calcula respecte a una base ortonormal de V .
El teorema de Minkowski és un criteri d’existència de punts de mida petita
en una ret.
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4 Teorema (Teorema de Minkowski) Sigui B ⊂ RN un subconjunt convex,
compacte, amb simetria central, i sigui Λ una ret de RN . Si
Vol(RN/Λ) ≤ 2−N Vol(B) ,
llavors existeix s ∈ Λ∩ B, s 6= 0.
El nostre objetiu és ara veure què tenen en comú tots dos resultats. Per
aconseguir-ho, necessitem l’anàleg aritmètic de la teoria de fibrats de línia.
Sigui E un cos de nombres i v ⊂ E el seu anell d’enters. En aquest context, un
fibrat de línia és un v-mòdul lliure de torsió de rang u, L. Les seccions regulars
de L són els elements de L. Les seccions racionals de L són precisament els
elements de LE = L⊗
v
E, que és un E-espai vectorial de dimensió u i, per tant,
un Q-espai vectorial de dimensió d = [E :Q].
Vegem com «compactificar» L. Recordem que els punts de l’infinit de X =
Spec(v) són les normes arquimedianes del cos E. Per cada norma arquimedi-
ana v podem construir el cos complet Ev que pot ser R o C. Per definició, la
fibra de L en el punt v serà el Ev -espai vectorial Lv = L⊗
v
Ev .
Hem de decidir ara quan una secció té un pol o un zero en el punt v. Més
precisament, ens interessa definir l’ordre d’una secció en un punt de l’infinit.
Aquí hem de treballar de nou per analogia. Recordem que, en el cas de les
corbes complexes, a cada punt p li corresponia una valoració ordp, i a partir
d’aquesta valoració definíem una norma ‖ · ‖p donada per
‖σ‖p = q
−ordp(σ) .
Els zeros i els pols vénen caracterizats, mitjançant la norma, per
‖σ‖p < 1 ⇐⇒ σ té un zero en p ,
‖σ‖p = 1 ⇐⇒ σ és invertible en p ,
‖σ‖p > 1 ⇐⇒ σ té un pol en p .
En aquest cas procedirem al revés. Escollim una norma en cada espai vec-
torial Lv . Aquesta norma serà euclidiana si Ev = R i serà hermítica si Ev = C.
Un cop escollides les normes, direm que una secció σ té un zero o un pol en
v depenent de si ‖σ‖v és menor o major que u, respectivament. A partir de la
norma podem definir la valoració
ordv(σ) = − log‖σ‖v .
Observem que ara l’ordre ja no ha de ser un nombre enter, sinó que pot pren-
dre valors reals. A més, el fet que una secció racional tingui un zero o un pol
en un punt de l’infinit v depèn no només de L, sinó també de la norma ‖ · ‖v .
Això dóna lloc a la definició següent.
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5 Definició Un fibrat de línia aritmètic és un parell L = (L,h), on L és un
fibrat de línia sobre Spec(v) i h = (hv) és la dada d’una norma sobre cada un
dels espais vectorials Lv .
Així, una compactificació de L és un fibrat de línia aritmètic L = (L,h). Si
canviem la norma canviem la compactificació. Això es correspon perfectament
amb el cas geomètric. Per exemple, el fibrat de línia trivial O sobre A1C es pot
estendre a qualsevol dels fibrats O(n), n ∈ Z, sobre P1C. Una manera d’escollir
una extensió en concret és decidir quines seccions racionals tenen zeros o pols
en el punt de l’infinit i quina és la seva multiplicitat. Aquesta és precisament
la informació que està codificada en les normes hv .
Ara podem definir l’espai de seccions globals regulars d’un fibrat aritmètic
L. Aquest espai està format pel conjunt d’elements de L que no tenen pols en
cap dels punts de l’infinit v. És a dir:
H0(X, L) = {σ ∈ L | ‖σ‖v ≤ 1,∀v} .
Continuant amb l’analogia amb el cas geomètric, podem definir el grau d’un
fibrat de línia aritmètic L. Per intuir la definició correcta de grau aritmètic es
poden comparar les versions additives de la fórmula del producte en els casos
geomètric i aritmètic (equacions (5) i (9)). Si escollim una secció σ ∈ L llavors












Precisament, la fórmula del producte d’Artin ens assegura que aquesta quanti-
tat és independent de l’elecció de la secció σ . És a dir, la fórmula del producte
d’Artin juga un paper completament anàleg al que jugava la fórmula dels resi-
dus en el cas geomètric.
Considerem l’espai vectorial real LR = L⊗
Z





El conjunt de normes h = {hv} indueix, doncs, una mètrica euclidiana en
LR. Denotarem aquesta mètrica també per h. A més L és una ret en LR. Sigui
V = Vol(LR/L). Es pot demostrar que




on DE és el discriminant del cos E.
Podem aplicar el teorema de Minkowski a aquesta situació. Sigui B el con-
junt de punts de LR de mida petita. Això és
B = {s ∈ LR | ‖s‖v ≤ 1,∀v} .
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Clarament, aquest conjunt B satisfà les hipòtesis del teorema de Minkowski. Si
d̂eg(L) augmenta, CoVol(L) disminueix. En particular, si d̂eg(L) és prou gran,
podem aconseguir que
CoVol ≤ 2−dVol(B)
i pel teorema de Minkowski existeix una secció 0 6= σ ∈ L amb ‖σ‖v ≤ 1 per
tot v. En altres paraules, existeix un element 0 6= σ ∈ H0(X, L). Per tant, el
teorema de Minkowski implica un resultat completament anàleg al teorema de
Riemann-Roch.
6 Teorema (Teorema de Riemann-Roch aritmètic asimptòtic)




Figura 3: Corbes de gènere zero, u i dos.
7 La conjectura de Mordell
El gènere d’una corba complexa llisa i projectiva (vegeu la figura 3) és un in-
variant per homeomorfisme que caracteritza completament el tipus topològic
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de la corba. El valor d’aquest invariant té moltes conseqüències. Per exemple,
des d’un punt de vista analític, el gènere és igual a la dimensió de l’espai de
les formes diferencials holomorfes sobre la corba.
D’acord amb les seves propietats, en una primera classificació de les cor-
bes, podem dividir-les en tres categories. Gènere zero, gènere u i gènere major
o igual que u. Aquesta classificació correspon al que coneixem com dimensió
de Kodaira. Gènere zero es equivalent a dimensió de Kodaira negativa, gènere
u a dimensió de Kodaira zero i gènere major o igual que u a dimensió de
Kodaira u. Aquesta classificació es manifesta en tots els aspectes de la corba.
Des d’un punt de vista analític, tota corba és el quocient d’una varietat com-
plexa simplement connexa per un grup discret d’automorfismes holomorfs.
Per gènere zero aquesta varietat és l’esfera de Riemann, per gènere u és el pla
complex i per gènere major que u és el semiplà de Poincaré.
Des del punt de vista de la geometria diferencial, tota corba admet una
mètrica riemanniana amb curvatura constant. Les corbes de gènere zero tenen
curvatura positiva, les de gènere u curvatura zero i les de gènere major que u,
curvatura negativa.
Des del punt de vista de la geometria algebraica, en el cas de gènere zero,
el fibrat canònic no té seccions, de manera que no existeix el morfisme ca-
nònic. En el cas de grau zero, la dimensió de la imatge del morfisme canònic
és zero, mentre que per a gènere major o igual que u la imatge del morfisme
canònic té dimensió u. Aquesta distinció dóna lloc a la dimensió de Kodaira
que comentàvem prèviament.
La classificació mitjançant la dimensió de Kodaira es reflecteix també en el
comportament aritmètic de les corbes. Suposem que tenim una corba definida
sobre Q, com per exemple el conjunt de punts del pla projectiu que són so-
lució d’un polinomi amb coeficients racionals. Els punts amb coordenades en
Q s’anomenen punts racionals. En qualsevol dels tres casos pot no existir cap
punt racional. És per aquest motiu que ens limitarem a estudiar el cas en què,
almenys, hi ha un punt racional. En el cas de gènere zero, l’existència d’un
punt racional implica que hi ha tota una família de punts parametrizats per
P1Q. En el cas de gènere u, el conjunt de punts racionals té estructura de grup
abelià. Un teorema demostrat per Mordell assegura que aquest grup abelià és
finit generat. Així, el nombre de punts pot ser finit o infinit, depenent del rang
del grup. Per últim, la conjectura de Mordell [25], demostrada per Faltings [10],
cobreix el cas de gènere major que u:
7 Teorema (Conjectura de Mordell) Sigui X una corba projectiva llisa de
gènere major que u, definida sobre Q. El conjunt de punts racionals és finit.
Per veure clarament quin és l’anàleg geomètric de la conjectura de Mordell,
hem d’elaborar una mica més el concepte de punt racional. Per això, comença-
rem observant que, eliminant els denominadors, podem construir un modelX
definit sobre Z de la corba racional X. Aquest model no és únic, però l’elecció
d’un model o altre no afectarà el resultat final. A més, podem suposar que X
és un esquema regular.
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De la mateixa manera que podem veure Spec(Z) com una corba, el model
X és una superfície fibrada sobre Spec(Z) (vegeu la figura 4):









fibra singular fibra llisa
Figura 4: Superfície aritmètica.
Així com els punts p ∈ Spec(Z) són els nombres primers, la fibra de X
sobre p, que denotarem Xp, és la reducció mòdul p de X. Llevat d’un nombre
finit de casos, aquesta reducció serà una corba llisa. Ens referirem a X com
una superfície aritmètica.
Donat un punt amb coordenades projectives racionals, després d’eliminar
denominadors, obtenim un punt amb coordenades enteres. Podem suposar
fins i tot que el màxim comú denominador de les coordenades és u. D’aquesta
forma, reduint mòdul p obtenim un punt en cada una de les fibres Xp. És a
dir, donar un punt racional és equivalent a donar una secció de la fibració pi .
Ara queda clar a què podrem anomenar conjectura de Mordell geomètrica:
8 Teorema (Conjectura de Mordell geomètrica) Sigui pi : X −→ C una su-
perfície fibrada sobre una corba C. Suposem que la fibra genèrica és una corba
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llisa de gènere major o igual que dos i que la fibració no és isotrivial, és a dir
que les fibres no són isomorfes entre si. Aleshores el nombre de seccions de la
fibració és finit.
La versió geomètrica de la conjectura de Mordell va resultar ser més sen-
zilla que la conjectura aritmètica original. Va ser demostrada per Manin l’any
1963 utilitzant la connexió de Gauss-Manin. El 1966 Grauert va donar una
nova demostració de la conjectura de Mordell. Un cop demostrada la versió
geomètrica de la conjectura, semblava natural intentar adaptar la seva demos-
tració al cas aritmètic. Però en ambdues demostracions s’utilitza de manera
essencial l’existència d’un cos base, el cos dels nombres complexos, C, que té
derivacions no trivials. Aquest és un ingredient del qual no es disposa en el
cas aritmètic. De manera que, en principi, les dues demostracions no poden
adaptar-se a aquest cas.
Posteriorment, Parshin [28] va elaborar una nova estratègia per a la demos-
tració de la conjectura de Mordell relacionant-la amb la conjectura de Shafare-
vich. La conjectura de Shafarevich assegura que, amb les hipòtesis adequades,
només existeix un nombre finit de classes d’isomorfisme de fibracions de cor-
bes no isotrivials. Parshin va demostrar, a més, la conjectura de Shafarevich
per famílies de corbes amb bona reducció en tots els punts, i va realitzar im-
portants avenços en el cas general. Arakelov [5] va estendre els treballs de
Parshin demostrant la conjectura de Shafarevich i donant una nova demostra-
ció de la conjectura de Mordell geomètrica.
En aquest punt, l’argument de la demostració de la conjectura de Mordell
geomètrica encara utilitza l’existència de derivacions en el cos base i, per tant,
no es pot adaptar al cas aritmètic. Tot i això, una bona part de la demostració
es basa en la teoria d’intersecció sobre superfícies. Així, si aquesta estratè-
gia havia de donar una demostració de la conjectura de Mordell aritmètica,
un primer pas seria desenvolupar una teoria d’intersecció sobre superfícies
aritmètiques. Aquesta teoria hauria de ser capaç de proporcionar invariants
numèrics anàlegs al grau i per tant una superfície aritmètica hauria de tenir
propietats anàlogues a les d’una varietat completa. Aquesta teoria d’intersec-
ció en superfícies aritmètiques va ser introduïda per Arakelov [4], i és el punt
de partida de la Teoria d’Arakelov.
Posteriorment, L. Szpiro va estendre els resultats de Parshin i Arakelov al
cas de característica positiva. A més, amb el seu treball, va quedar clar quins
eren els problemes que s’havien de resoldre per tal que aquesta estratègia
conduís a una demostració de la conjectura de Mordell [30], [31]. Aquests
problemes van ser finalment resolts per Faltings [10], que va publicar una
demostració de la conjectura de Mordell l’any 1983.
8 Rudiments de la Teoria d’Arakelov
En aquesta secció donarem unes breus nocions de la Teoria d’Arakelov. Per
simplificar, ens centrarem únicament en el cas de les superfícies aritmètiques
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sobre Spec(Z). Convé notar, per una part, que la teoria ha estat estesa a qual-
sevol dimensió per Gillet i Soulé i, per l’altra, que es poden considerar varietats
aritmètiques sobre bases més generals, com l’anell d’enters d’un cos de nom-
bres.
Un altre detall a tenir en compte és que, en la teoria original, Arakelov im-
posa certa condició d’harmonicitat. Però en no ser el producte exterior de dues
formes diferencials harmòniques necessàriament harmònic, aquesta condició
es va descartar a l’hora d’elaborar la generalització a dimensió superior. És per








Figura 5: Superfície aritmètica compactificada.
Sigui X −→ Spec(Z) un esquema regular, pla i projectiu sobre Spec(Z), de
dimensió relativa u. És a dir, X és una superfície aritmètica. Com que Spec(Z)
no és una varietat projectiva, X no es comporta globalment com una varie-
tat projectiva. Per exemple, no podem construir un producte d’intersecció no
trivial que sigui invariant per equivalència racional. El nostre primer objectiu
serà compactificar X.
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Per a compactificar Spec(Z) afegíem un punt, que corresponia a la im-
mersió Z −→ R. En conseqüència, per a compactificar X, haurem d’afegir
la fibra en aquest punt. Aquesta fibra serà la varietat real XR = X ⊗
Z
R. Ara bé,
la varietat real XR està determinada pel parell (XC, F), on XC és la varietat com-
plexa XC = XR ⊗ C i F és la involució antilineal definida per conjugació
complexa. Per simplificar la discussió, treballarem únicament amb la varietat
XC. Però, per ser precisos, a tots els objectes que definim sobre XC se’ls hauria
d’imposar una condició de compatibilitat amb la conjugació complexa F .
La varietat aritmètica compactificada X té l’aspecte de la figura 5. Tot ob-
jecte aritmètic ha d’estar necessàriament format per dos components. Una
part definida sobre la varietat entera X, i una altra part sobre la varietat com-
plexa XC. Observem que totes dues varietats són de naturalesa molt diferent;
no tenen, per exemple, la mateixa dimensió. Els dos components d’un objecte
aritmètic seran, en conseqüència, també molt diferents.
Una part important de la geometria algebraica que es vol imitar en la teoria
d’Arakelov és la relació entre fibrats vectorials i cicles algebraics. Aquesta re-
lació es realitza mitjançant l’ús de classes característiques. El seu aspecte més
senzill és la relació entre divisors de Cartier (fibrats de línia o fibrats vectorials
de rang u) i divisors de Weil (cicles algebraics de codimensió u), que ja vam
discutir en el cas d’una varietat aritmètica de dimensió u. Generalitzarem ara
aquesta discussió al cas de les superfícies aritmètiques.
Com en el cas de dimensió u, un fibrat de línia aritmètic és un parell (L, h)
on L és un fibrat de línia sobre X i h és una mètrica hermítica sobre el fi-
brat de línia LC. (Més precisament, a la mètrica h se li ha d’imposar el fet de
ser F -invariant). El grup de Picard aritmètic de X, P̂ic(X), és el grup de clas-
ses d’isometria de fibrats de línia sobre X. És a dir, dos fibrats hermítics són
equivalents si existeix un isomorfisme entre ells que conservi les mètriques.
Vegem ara què és un divisor de Weil aritmètic. El component sobre X és
un divisor de Weil algebraic en el sentit usual, és a dir, una combinació lineal
formal de subvarietats de codimensió u. El punt clau és escollir com és el
component sobre XC. És lògic imposar que els components sobre X i sobre XC
estiguin relacionats. Un divisor de Weil D sobre X determina al seu torn un




Però el component sobre XC ha de ser un objecte de codimensió u en X.
Donat que XC ja té codimensió u en X, resulta que aquest objecte ha de
tenir codimensió zero en XC. Donat que el divisor DC té codimensió u en
XC, el component sobre XC no pot ser simplement el divisor DC, sinó un
objecte relacionat amb ell, però que es comporti com si tingués codimen-
sió zero en XC. Un exemple d’objectes de codimensió zero són les funcions.
D’això en resulta que un possible candidat al component sobre XC del divisor
D sigui una funció que determini el divisor DC. Aquestes consideracions (i al-
gunes altres, com el teorema 9) ens porten a definir un divisor aritmètic com
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un parell D̂ = (D,gD), on D és un divisor de Weil sobre X i gD una funció de
Green per DC, que definirem tot seguit.
Si C és una corba complexa llisa i D =
∑
npp és un divisor, llavors una
funció de Green per D és una funció diferenciable sobre C −D, tal que en un
entorn coordenat al voltant del punt p ∈ C pot escriure’s com
gD(t) = f(t)−np log(‖t‖
2) , (14)
amb f una funció diferenciable.
Vegem un exemple de funció de Green. Sigui f una funció racional i sigui
D = div(f ) el seu divisor associat. Llavors − log(‖f‖2) és una funció de Green
per D.






A partir de l’equació (14), es pot veure que ω(D̂) s’estén a una 2-forma dife-
rencial llisa sobre tota la corba XC. Aquesta forma diferencial representa la
mateixa classe de cohomologia que el divisor DC.
Donat que la suma de dues funcions de Green per dos divisors és una
funció de Green per la suma de divisors, es té que el conjunt dels divisors
aritmètics D̂iv(X) té estructura de grup.
Designarem per R̂at(X) el subgrup de D̂iv(X) generat pels divisors de
la forma d̂iv(f ) = (div(f ),− log(‖f‖2), on f és una funció racional en X.
Aquests divisors es denominen divisors racionalment equivalents a zero. El
grup de classes de divisors és el quocient
ĈH
1
(X) = D̂iv(X)/R̂at(X) .
Sigui ara (L, h) un fibrat de línia hermític, i sigui s una secció de L. Ales-
hores
d̂iv(s) = (div(s),− log(h(s)))
és un divisor aritmètic. A més, si s′ és una altra secció, el divisor d̂iv(s′) −
d̂iv(s) és racionalment equivalent a zero. Per tant, obtenim una aplicació
d̂iv: P̂ic(X) −→ ĈH
1
(X) .
El resultat següent demostra que l’elecció de la funció de Green com al
component sobre XC és adequada:
9 Teorema L’aplicació d̂iv és un isomorfisme de grups.
El problema següent és construir un producte d’intersecció entre divisors
aritmètics (l’anàleg a comptar punts d’intersecció entre corbes planes).
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Siguin D̂ = (D,gD) i Ê = (E, gE) dos divisors aritmètics. Suposarem que
D i E no tenen components comuns. Volem definir un producte d’intersecció
(D̂, Ê). Aquest producte d’intersecció el podrem descompondre com
(D̂, Ê) = (D̂, Ê)fin + (D̂, Ê)∞ .
El component finit (D̂, Ê)fin es construeix a partir de les multiplicitats d’inter-
secció, i la seva definició és purament algebrogeomètrica.
El component a l’infinit es calcula a partir de les funcions de Green:






on, si E∞ =
∑
npp, llavors gD(E∞) =
∑
npgD(p). Observem que, en no tenir
els divisors D i E components comuns, els dos termes de la dreta de la igualtat
anterior estan ben definits. Observem també que aquesta fórmula no és arbi-
trària, sinó que ve imposada per les propietats que volem obtenir del producte
d’intersecció. En particular, la propietat de simetria i el fet que, si D̂ = d̂ivf
o Ê = d̂ivf , llavors (D̂, Ê) = 0. Aquesta última propietat és conseqüència de
la fórmula del producte. A partir d’aquí es pot demostrar el resultat bàsic
de la teoria d’Arakelov:
10 Teorema SiguiX una superfície aritmètica «compactificada», projectiva so-






(X) −→ R .
En aquest punt disposem d’un llenguatge i unes eines per a les superfícies
aritmètiques completament anàlegs al llenguatge i eines usuals en les super-
fícies algebraiques. Les preguntes que, de manera natural, ens plantegem ara
són les següents: fins a quin punt es pot desenvolupar aquesta analogia? És
una analogia purament formal, o, com en el cas de les corbes, podem traduir
els teoremes clàssics de la geometria algebraica de superfícies al cas aritmètic?
La resposta és que l’analogia pot arribar a fer-se extremadament precisa, i que
la gran majoria dels teoremes geomètrics tenen un anàleg aritmètic. Han estat
demostrats, per exemple, l’anàleg del teorema de l’índex de Hodge per Néron,
Faltings [11] i Hriljac [18], la fórmula d’adjunció, per Arakelov, i el teorema de
Riemann-Roch, per Faltings [11].
9 Alguns progressos recents en teoria d’Arakelov
Acabarem aquesta nota fent un breu comentari sobre el desenvolupament de
la teoria d’Arakelov en aquests darrers anys. Aquest comentari no és exhaus-
tiu, i només pretén donar una visió de conjunt d’algunes de les línies actuals
d’investigació.
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Una primera línia de treball és la fonamentació i el desenvolupament dels
conceptes bàsics de la teoria. En aquest apartat podem destacar la introducció,
per H. Gillet i C. Soulé, dels anells de Chow aritmètics per varietats de dimen-
sió superior, de la teoria K aritmètica i de les classes de Chern aritmètiques
que relacionen tots dos conceptes, [14], [15]. També podem mencionar l’ex-
tensió a les varietats quasiprojectives per l’autor [9], la generalització a fibrats
vectorials amb diferents tipus de mètriques degenerades per A. Moriwaki [26],
V. Maillot [24] i U. Kühn [20] i l’estudi de les varietats singulars per W. Aitken
[3].
Una altra línia de treball important és la demostració dels anàlegs aritmè-
tics dels principals teoremes de la geometria algebraica. Un lloc central en
aquest apartat l’ocupa el teorema de Riemann-Roch aritmètic per Gillet i Soulé
[16] i Faltings [12]. Aquest resultat depèn, en gran mesura, dels treballs de
J. M. Bismut sobre torsió analítica. Altres resultats importants són el teorema
de Bézout aritmètic per Bost, Gillet i Soulé [7], la fórmula de Hilbert Samuel,
obtinguda per Gillet i Soulé a partir del teorema de Riemann-Roch aritmètic i
posteriorment per Abbes i Bouche [1], un teorema d’Adams-Riemann-Roch per
Roessler [29], el teorema del punt fix de Lefschetz (Köhler i Roessler[19]) (una
versió equivariant del teorema de Riemann-Roch), l’anàleg d’un altre teorema
de Lefschetz sobre la relació entre el grup fonamental d’una varietat i el d’un
divisor (Bost [6]), els anàlegs aritmètics de les conjectures estàndards per vari-
etats abelianes (Künnemann [21]) i varietats que admeten una descomposició
cel.lular (Künnemann i Maillot [22]) i un anàleg del criteri de Cayley-Bacharach
(Gasbarri [13]).
Una tercera línia de treball són els càlculs explícits en teoria d’Arakelov.
Un problema important és trobar cotes per a l’autointersecció del fibrat ca-
nònic d’una superfície aritmètica. L’interès d’aquest problema està en el fet
que l’obtenció d’una cota general permetria demostrar una versió efectiva de
la conjectura de Mordell. S’han trobat cotes per les superfícies aritmètiques
obtingudes a partir de corbes de gènere dos per Bost, Mestre i Moret-Bailly [8]
i per corbes modulars (Abbes, Ullmo [2]). També podem esmentar en aquest
apartat la nova relació entre els diferents invariants analítics d’una superfí-
cie de Riemann obtinguda per J. Guàrdia [17]. En un altre camp diferent, s’han
obtingut fórmules explícites pels números d’intersecció aritmètics en Grasma-
nianes (Maillot [23], Tamvakis [33]) i varietats de banderes (Tamvakis [32]).
Finalment, cal destacar els progressos en teoria d’altures i l’aproximació
diofàntica realitzats per nombrosos autors com ara Batirev, Bombieri, Michell,
Morivaki, Szpiro, Tschinkel, Ullmo, Zhang i d’altres.
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